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线性代数 A（II）—— 4′

一·多项式 &Lambda 矩阵

1.1 多项式 &数论

定理 1.1.1（带余除法定理）设𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，且𝑔(𝑥) ≠ 0，则存在唯一的一对多项式
ℎ(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，使得𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) + 𝑟(𝑥)，且𝑟(𝑥) = 0或deg 𝑟(𝑥) < deg 𝑔(𝑥)。

定义 1.1.1（最大公因式）设𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，且不全为零，则存在唯一的首一多项式𝑑(𝑥) ∈
𝐾[𝑥]，使得𝑑(𝑥)是𝑓(𝑥)和𝑔(𝑥)的公因式，并且任何𝑓(𝑥)和𝑔(𝑥)的公因式都整除𝑑(𝑥)。

定义 1.1.2（最小公倍式）设𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，且不全为零，则存在唯一的首一多项式𝑙(𝑥) ∈
𝐾[𝑥]，使得𝑓(𝑥)和𝑔(𝑥)都是𝑙(𝑥)的因式，并且任何包含𝑓(𝑥)和𝑔(𝑥)的因式的多项式都整除𝑙(𝑥)。

定理 1.1.2（裴蜀定理）设𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，则存在多项式ℎ(𝑥), 𝑘(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，使得

ℎ(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑘(𝑥)𝑔(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))

证：不妨设deg 𝑓(𝑥) ≥ deg 𝑔(𝑥)，

𝑓(𝑥) = 𝑢1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥)

𝑔(𝑥) = 𝑢2(𝑥)𝑟1(𝑥) + 𝑟2(𝑥)

𝑟1(𝑥) = 𝑢3(𝑥)𝑟2(𝑥) + 𝑟3(𝑥)
…

𝑟𝑘−2(𝑥) = 𝑢𝑘(𝑥)𝑟𝑘−1(𝑥) + 𝑟𝑘(𝑥)

𝑟𝑘−1(𝑥) = 𝑢𝑘+1(𝑥)𝑟𝑘(𝑥) + 0

此时𝑟𝑘(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))，且𝑟𝑘(𝑥)可表示为𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)的线性组合（可往上回溯证明）。

得证。

定理 1.1.3（多个多项式的最大公因式 &最小公倍式）设𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), …, 𝑓𝑛(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，则
存在唯一的首一多项式𝑑(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，使得𝑑(𝑥)是𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), …, 𝑓𝑛(𝑥)的公因式，并且任何

𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), …, 𝑓𝑛(𝑥)的公因式都整除𝑑(𝑥)。同时存在唯一的首一多项式𝑙(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，使得
𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), …, 𝑓𝑛(𝑥)都是𝑙(𝑥)的因式，并且任何包含𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), …, 𝑓𝑛(𝑥)的因式的多项式都整

除𝑙(𝑥)。且gcd和lcm满足交换律和结合律。

定理 1.1.4（最大公因式与最小公倍式的关系）设𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，则有

gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ⋅ lcm(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)

证：若𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 0，此时结论显然成立。

不妨设𝑑(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))，则存在多项式𝑓1(𝑥), 𝑔1(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，使得
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𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑓1(𝑥), 𝑔(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑔1(𝑥), gcd(𝑓1(𝑥), 𝑔1(𝑥)) = 1

令𝑚(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑥)，则𝑓(𝑥) ∣ 𝑚(𝑥), 𝑔(𝑥) ∣ 𝑚(𝑥)，设𝑓(𝑥) ∣ 𝑢(𝑥), 𝑔(𝑥) ∣ 𝑢(𝑥)，则存在多项

式𝑠(𝑥), 𝑡(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]，使得

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑠(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑡(𝑥)

，从而

𝑑(𝑥)𝑓1(𝑥)𝑠(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑔1(𝑥)𝑡(𝑥)

，即

𝑓1(𝑥)𝑠(𝑥) = 𝑔1(𝑥)𝑡(𝑥)

，由

gcd(𝑓1(𝑥), 𝑔1(𝑥)) = 1

可知𝑔1(𝑥) ∣ 𝑠(𝑥)，设𝑠(𝑥) = 𝑔1(𝑥)𝑣(𝑥)，则𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑠(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑥)𝑣(𝑥) = 𝑚(𝑥)𝑣(𝑥)，
从而𝑚(𝑥) ∣ 𝑢(𝑥)。

得证。

【作业 1】𝑚, 𝑝, 𝑞适合什么条件时，有
• (1)𝑥2 + 𝑚𝑥 − 1 ∣ 𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞
• (2)𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1 ∣ 𝑥4 + 𝑝𝑥2 + 𝑞

解：

• (1)利用次数关系可设𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = (𝑥2 + 𝑚𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏)，对比三次、零次项系数发现只能

𝑥3 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = (𝑥2 + 𝑚𝑥 − 1)(𝑥 − 𝑞)，于是二次项、一次项系数即为方程

{𝑞 = 𝑚  
𝑝 = −𝑚𝑞 − 1 

都用𝑚表示也即(𝑚, 𝑝, 𝑞) = (𝑚, −𝑚2 − 1, 𝑚)。

• (2)利用次数关系可设𝑥4 + 𝑝𝑥2 + 𝑞 = (𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)，对比四次、零次项系

数发现只能𝑥4 + 𝑝𝑥2 + 𝑞 = (𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1)(𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑞)，再考虑三次项发现𝑏 = −𝑚，从而

𝑥4 + 𝑝𝑥2 + 𝑞 = (𝑥2 + 𝑚𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑚𝑥 + 𝑞)，二次项、一次项系数即为方程

{𝑝 = 𝑞 + 1 − 𝑚2 
0 = 𝑚𝑞 − 𝑚 

讨论𝑚是否为 0 可知(𝑚, 𝑝, 𝑞)为(0, 𝑞 + 1, 𝑞)或(𝑚, 2 − 𝑚2, 1)。

【作业 2】若𝑥3 + (1 + 𝑡)𝑥2 + 2𝑥 + 2𝑢与𝑥3 + 𝑡𝑥 + 𝑢最大公因式为二次，求𝑡, 𝑢。

解：左减右得到(1 + 𝑡)𝑥2 + (2 − 𝑡)𝑥 + 𝑢，由最大公因式性质可知此与𝑥3 + 𝑡𝑥 + 𝑢的最大公因

式仍为原最大公因式。若𝑡 = −1，这一定是一次多项式，从而最大公因式不可能为二次。因此，

利用辗转相除法性质可知必然有
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(1 + 𝑡)𝑥2 + (2 − 𝑡)𝑥 + 𝑢 ∣ 𝑥3 + 𝑡𝑥 + 𝑢

先假设𝑢非零，类似上方对比三次、零次项系数可得

((1 + 𝑡)𝑥2 + (2 − 𝑡)𝑥 + 𝑢)( 1
1 + 𝑡

𝑥 + 1) = 𝑥3 + 𝑡𝑥 + 𝑢

由二次项、一次项系数得到方程

{
2−𝑡
1+𝑡 + 1 + 𝑡 = 0 
𝑢

1+𝑡 + 2 − 𝑡 = 0 

直接解出(𝑡, 𝑢)为(−1+
√

11𝑖
2 , −7 −

√
11𝑖)或(−1−

√
11𝑖

2 , −7 +
√

11𝑖)。

当 u 为零时，也即

(1 + 𝑡)𝑥2 + (2 − 𝑡)𝑥 ∣ 𝑥3 + 𝑡𝑥

同除以 x 不影响整除性得到

(1 + 𝑡)𝑥 + (2 − 𝑡)|𝑥2 + 𝑡

验证2 − 𝑡 = 0时不满足条件，从而类似有

((1 + 𝑡)𝑥 + (2 − 𝑡))( 𝑥
1 + 𝑡

+ 𝑡
2 − 𝑡

) = 𝑥2 + 𝑡

对比一次项系数得到方程

2 − 𝑡
1 + 𝑡

+ 𝑡(1 + 𝑡)
2 − 𝑡

= 0

这是三次方程，不过可尝试得到𝑡 = −4为根，从而分解为(𝑡 + 4)(𝑡2 − 𝑡 + 1)，最终解出 t 为−4 

或1±
√

3𝑖
2

综合以上，(𝑡, 𝑢)共有 5 个解：

(−1 +
√

11𝑖
2

, −7 −
√

11𝑖),

(−1 −
√

11𝑖
2

, −7 +
√

11𝑖),

(−4, 0),

(1 +
√

3𝑖
2

, 0),

(1 −
√

3𝑖
2

, 0)

【作业3】若𝑓(𝑥)、𝑔(𝑥)不全为0，𝑢(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑣(𝑥)𝑔(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))，证gcd(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = 1。
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解：记𝑑(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))，由条件其非零，从而由整除性𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥)
𝑑(𝑥)与𝑔1(𝑥) = 𝑔(𝑥)

𝑑(𝑥)都为

多项式。等式两侧同除以𝑑(𝑥)得到

𝑓1(𝑥)𝑢(𝑥) + 𝑔1(𝑥)𝑣(𝑥) = 1

若𝑚(𝑥)同时为𝑢(𝑥)、𝑣(𝑥)的因式，则其也为 1 的因式，从而只能为非零常数，因此

gcd(𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) = 1

1.2 Lambda 矩阵

定义 1.2.1（Lambda矩阵的秩）设𝐴(𝜆)为 Lambda矩阵，若存在正整数𝑟，使得𝑑𝑟(𝐴) ≠ 0且
𝑑𝑟+1(𝐴) = 0，则称𝑟为𝐴的秩，记为𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)。若对任意正整数𝑟，都有𝑑𝑟(𝐴) = 0，则称𝐴的秩
为 0，记为𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 0。（𝑑𝑟(𝐴)表示𝐴的𝑟阶子式，一个矩阵的𝑘阶子式是指其任意选取𝑘个行
和𝑘个列的元素构成的行列式）

定义 1.2.2（Lambda矩阵的可逆性）设𝐴(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)为 Lambda矩阵，若存在𝐵(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)

使得𝐴(𝜆)𝐵(𝜆) = 𝐵(𝜆)𝐴(𝜆) = 𝐼𝑛，则称𝐴是可逆的，且称𝐵为𝐴的逆矩阵。

定理 1.2.1（Lambda矩阵的可逆的充要条件）设𝐴(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)为 Lambda矩阵，则𝐴(𝜆)可逆
当且仅当其行列式det 𝐴(𝜆)为非零常数。

解：必要性：若𝐴(𝜆)可逆，则存在𝐵(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)使得𝐴(𝜆)𝐵(𝜆) = 𝐼𝑛，从而det(𝐴(𝜆)𝐵(𝜆)) =
det 𝐼𝑛 = 1，又有det(𝐴(𝜆)𝐵(𝜆)) = det 𝐴(𝜆) ⋅ det 𝐵(𝜆)，因此det 𝐴(𝜆)为非零常数。

充分性：若det 𝐴(𝜆)为非零常数，则det 𝐴(𝜆) ⋅ det 𝐵(𝜆) = 1，从而det 𝐵(𝜆) = 1
det 𝐴(𝜆)，因此存

在𝐵(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)使得𝐴(𝜆)𝐵(𝜆) = 𝐼𝑛，即𝐴(𝜆)可逆。

得证。

定义 1.2.3（Lambda矩阵的初等变换）设𝐴(𝜆)为 Lambda矩阵，则对𝐴(𝜆)施行下列变换之一，
称为对𝐴(𝜆)施行了一次初等变换：
• (1)交换𝐴(𝜆)的两行（列）；
• (2)将𝐴(𝜆)的某一行（列）乘以非零常数𝑐 ∈ 𝐾；
• (3)将𝐴(𝜆)的某一行（列）加上另一行（列）的𝜑(𝜆)倍。

定义 1.2.4（Lambda矩阵的等价）设𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)为 Lambda矩阵，若存在可逆的

Lambda矩阵𝑃(𝜆), 𝑄(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)使得𝑃(𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆) = 𝐵(𝜆)，则称𝐴(𝜆)与𝐵(𝜆)等价。

定理 1.2.2（Lambda矩阵经过初等变换可化为标准形）任意一个非 0的𝑠 × 𝑛的 Lambda矩阵

𝐴(𝜆)，都等价于
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(








𝑑1(𝜆)
𝑑2(𝜆)

⋱
𝑑𝑟(𝜆)

0
⋱

0)








，𝑑𝑖(𝜆)为首一多项式，满足𝑑1(𝜆) ∣ 𝑑2(𝜆) ∣ … ∣ 𝑑𝑟(𝜆)。

证：

引理 1.2.1：设𝐴(𝜆)左上角元素𝑎11(𝜆) ≠ 0，并且𝑎11(𝜆)不能整除所有元素，则可找到𝐵(𝜆)与𝐴(𝜆)
等价，且𝐵(𝜆)左上角元素𝑏11(𝜆) ≠ 0且次数小于𝑎11(𝜆)的次数。

1.若𝐴(𝜆)第一列有一个元素𝑎𝑖1(𝜆)不能被𝑎11(𝜆)整除，则有

𝑎𝑖1(𝜆) = 𝑎11(𝜆)𝑞(𝜆) + 𝑟(𝜆)

，其中𝑟(𝜆)不为零且次数小于𝑎11(𝜆)的次数。对𝐴(𝜆)施行初等变换：用第𝑖行减去第 1 行的

𝑞(𝜆)倍，再交换第 1 行和第𝑖行，得到矩阵𝐵(𝜆)即为所求。

2.与 1 同理。

3.若𝐴(𝜆)第一行和第一列的元素均能被𝑎11(𝜆)整除，但𝑎11(𝜆)不能整除所有元素，则必然

存在某个元素𝑎𝑖𝑗(𝜆)不能被𝑎11(𝜆)整除。设𝑎𝑖1(𝜆) = 𝑎11(𝜆)𝜑(𝜆)，则

𝐴(𝜆) =

(




𝑎11(𝜆)
⋮

𝑎𝑖1(𝜆)
⋮

…

…

𝑎1𝑗(𝜆)
⋮

𝑎𝑖𝑗(𝜆)
⋮

…
⋮
…
⋮ )




=

(




𝑎11(𝜆)
⋮
0
⋮

…

…

𝑎1𝑗(𝜆)
⋮

𝑎𝑖𝑗(𝜆) − 𝜑(𝜆)𝑎1𝑗(𝜆)
⋮

…
⋮
…
⋮ )




=

(




𝑎11(𝜆)
⋮
0
⋮

…

…

𝑎𝑖𝑗(𝜆) − (1 − 𝜑(𝜆))𝑎1𝑗(𝜆)
⋮

𝑎𝑖𝑗(𝜆) − 𝜑(𝜆)𝑎1𝑗(𝜆)
⋮

…
⋮
…
⋮ )




这样，就转化为了第 2 种情况。

引理得证。

经过行列交换，可使得𝐴(𝜆)左上角元素不为零。若其能整除所有元素，则将其作为𝑑1(𝜆)，把

第一行和第一列的其它元素清 0，并对剩余子矩阵重复上述过程。否则，利用引理 1.2.1，不断

施行初等变换，直到左上角元素能整除所有元素为止（定能在有限次完成，因为𝑎11(𝜆)次数
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递减），然后再将其作为𝑑1(𝜆)，并对剩余子矩阵重复上述过程。如此反复进行有限次，直到所

有元素均为 0 为止，即可得到所需的标准形。

定义 1.2.5（行列式因子）设𝐴(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)为 Lambda矩阵，其𝑘阶子式全体的公因式中次数
最高的首一多项式称为𝐴(𝜆)的𝑘阶行列式因子，记为𝑑𝑘(𝜆)。

定理 1.2.3（初等变换下的不变量）等价的 Lambda矩阵具有相同的秩和行列式因子

证：只需证明，对𝐴(𝜆)施行一次初等变换后变为𝐵(𝜆)，其秩和行列式因子不变。设𝐴(𝜆)与𝐵(𝜆)
的𝑘阶行列式因子分别为𝑓(𝜆)与𝑔(𝜆)，我们证明𝑓 = 𝑔。

1.𝐴(𝜆)经过交换行变为𝐵(𝜆)时，任意𝑘阶子式的值仅改变符号，因此𝑓(𝜆) = 𝑔(𝜆)。

2.𝐴(𝜆)经过某行乘以非零常数𝑐 ∈ 𝐾变为𝐵(𝜆)时，任意𝑘阶子式的值要么不变，要么也乘以

𝑐，因此𝑓(𝜆)与𝑔(𝜆)只差一个常数因子，从而𝑓(𝜆) = 𝑔(𝜆)。

3.𝐴(𝜆)经过𝑖行加上𝑗行的𝜑(𝜆)倍变为𝐵(𝜆)时，那些包含𝑖行和𝑗行以及不包含𝑖行的𝑘阶子式

的值均不变，只有那些包含𝑖行但不包含𝑗行的𝑘阶子式的值会改变，但其按𝑖行展开时，𝑖行
的元素均被替换为原𝑖行元素加上𝑗行元素的𝜑(𝜆)倍，因此该子式的值变为原子式值加上

另一个子式值的𝜑(𝜆)倍，也就是该子式的值仍然是𝐴(𝜆)的𝑘阶子式的线性组合（类似于辗

转相除法），因此𝑓(𝜆) = 𝑔(𝜆)。

列变换同理。

得证。

定理 1.2.4（标准形的唯一性）Lambda矩阵标准形唯一。

证：设𝐴(𝜆)标准形

(








𝑑1(𝜆)
𝑑2(𝜆)

⋱
𝑑𝑟(𝜆)

0
⋱

0)








其𝑘阶行列式因子𝐷𝑘(𝜆) = 𝑑1(𝜆)𝑑2(𝜆)…𝑑𝑘(𝜆)。于是𝑑𝑟(𝜆) = 𝐷𝑟(𝜆)
𝐷𝑟−1(𝜆)。依此类推，可唯一确定所

有𝑑𝑖(𝜆)。

定义 1.2.6（不变因子）设𝐴(𝜆) ∈ 𝑀𝑛(𝐾)为 Lambda矩阵，其标准形为

(








𝑑1(𝜆)
𝑑2(𝜆)

⋱
𝑑𝑟(𝜆)

0
⋱

0)
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，其中𝑑𝑖(𝜆)为首一多项式，满足𝑑1(𝜆) ∣ 𝑑2(𝜆) ∣ … ∣ 𝑑𝑟(𝜆)。称𝑑𝑖(𝜆)为𝐴(𝜆)的第𝑖个不变因子。

定理 1.2.5（Lambda矩阵等价的充分条件）两个 Lambda矩阵等价当且仅当它们具有相同的

不变因子/行列式因子。

证明显然。

推论 1.2.1（可逆矩阵的标准形）可逆的 Lambda矩阵标准形为单位矩阵。

证：设|𝐴(𝜆)| = 𝑑，则𝐷𝑛(𝜆) = 1，又𝐷𝑘(𝜆) ∣ 𝐷𝑛(𝜆)，故𝐷𝑘(𝜆) = 1，从而所有不变因子均为 1，

标准形即为单位矩阵。

那么反过来，与𝐼𝑛等价的矩阵一定是可逆矩阵，因为其行列式为非零常数。也就是说，

推论 1.2.2（Lambda矩阵可逆的充要条件）Lambda矩阵可逆当且仅当其标准形为单位矩阵。

又 𝐴(𝜆)与 𝐵(𝜆)等 价 充 要 条 件 是 有 初 等 矩 阵 𝑃1, …𝑃𝑙与 𝑄1, …𝑄𝑘使 得 𝐵(𝜆) =
𝑃1…𝑃𝑙𝐴(𝜆)𝑄1…𝑄𝑘。特别的，当𝐴(𝜆) = 𝐼𝑛时，就得到

定理1.2.6（Lambda矩阵可逆的充要条件）Lambda矩阵可逆当且仅当其可以表示为一些初等

矩阵的乘积。

推论1.2.3（Lambda矩阵可逆的充要条件）两个𝑠 × 𝑛矩阵𝐴(𝜆)与𝐵(𝜆)等价当且仅当存在可逆
的𝑠 × 𝑠矩阵𝑃(𝜆)和可逆的𝑛 × 𝑛矩阵𝑄(𝜆)使得𝐵(𝜆) = 𝑃(𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆)。

1.3 Lambda 矩阵与数阵的联系

定理1.3.1（大定理）设𝐴, 𝐵是数域𝑃上的𝑛阶数阵，则𝐴 ∼ 𝐵充要条件是它们的特征矩阵𝜆𝐼 −
𝐴与𝜆𝐼 − 𝐵等价。

证：

引理 1.3.1 若有𝑛阶数阵𝑃 , 𝑄，使得𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝑃(𝜆𝐼 − 𝐵)𝑄，则𝐴, 𝐵相似。

证：由等式可得

𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝜆𝑃𝑄 − 𝑃𝐵𝑄

，由于等式对任意𝜆成立，则𝐼 − 𝑃𝑄 = 0，从而𝑃𝑄 = 𝐼，即𝑄 = 𝑃−1，因此𝐴 = 𝑃𝐵𝑃−1，即

𝐴, 𝐵相似。

引理 1.3.2 对任意不为 0 的𝑛阶数阵𝐴和𝑈(𝜆), 𝑉 (𝜆)，定存在数阵𝑈0, 𝑉0和𝑄(𝜆), 𝑅(𝜆)使得

𝑈(𝜆) = (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑄(𝜆) + 𝑈0

𝑉 (𝜆) = 𝑅(𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐴) + 𝑉0

证：把𝑈(𝜆)改写为

𝑈(𝜆) = 𝐷0𝜆𝑚 + 𝐷1𝜆𝑚−1 + … + 𝐷𝑚

其中𝐷0, 𝐷1, …, 𝐷𝑚都是𝑛阶数阵，且𝐷0 ≠ 𝑂

1.若𝑚 = 0，令𝑈0 = 𝐷0, 𝑄(𝜆) = 0
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2.𝑚 > 0，令𝑄(𝜆) = 𝑄0𝜆𝑚−1 + 𝑄1𝜆𝑚−2 + … + 𝑄𝑚−1，𝑄𝑖为数阵，那么

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑄(𝜆) + 𝑈0 = 𝑄0𝜆𝑚 + (𝑄1 − 𝐴𝑄0)𝜆𝑚−1 + … + (𝑈0 − 𝐴𝑄𝑚−1)

只需

𝑄0 = 𝐷0

𝑄1 = 𝐷1 + 𝐴𝑄0
……

𝑈0 = 𝐷𝑚 + 𝐴𝑄𝑚−1

即可，同理可证𝑉 (𝜆)

证毕。

由推论 1.2.3，𝜆𝐼 − 𝐴与𝜆𝐼 − 𝐵等价就是存在可逆的 Lambda 矩阵𝑈(𝜆), 𝑉 (𝜆)使得

𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝑈(𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉 (𝜆)

1.先证必要性：若𝐴, 𝐵相似，则存在可逆的数阵𝑃使得𝐴 = 𝑃𝐵𝑃−1，从而

𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝜆𝐼 − 𝑃𝐵𝑃−1 = 𝑃(𝜆𝐼 − 𝐵)𝑃−1

，因此𝜆𝐼 − 𝐴与𝜆𝐼 − 𝐵等价。

2.再证充分性：由等式

𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝑈(𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉 (𝜆)

，利用引理 1.3.2，有数阵𝑈0, 𝑉0使得

𝑈(𝜆) = (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑄(𝜆) + 𝑈0

𝑉 (𝜆) = 𝑅(𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐴) + 𝑉0

，将其代入上式，得到

𝑈(𝜆)−1(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉 (𝜆)

= (𝜆𝐼 − 𝐵)(𝑅(𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐴) + 𝑉0)

则

(𝑈(𝜆)−1 − (𝜆𝐼 − 𝐵)𝑅(𝜆))(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉0

则

𝑈(𝜆)−1 − (𝜆𝐼 − 𝐵)𝑅(𝜆) = 𝑇0(𝑇0为数阵)

𝑇0(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉0

下面证明𝑇0可逆：

由上式
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𝐼 = 𝑈(𝜆)𝑇0 + 𝑈(𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐵)𝑅(𝜆)

= 𝑈(𝜆)𝑇0 + (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑉 (𝜆)−1𝑅(𝜆)

= ((𝜆𝐼 − 𝐴)𝑄(𝜆) + 𝑈0)𝑇0 + (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑉 (𝜆)−1𝑅(𝜆)

= (𝜆𝐼 − 𝐴)(𝑄(𝜆)𝑇0 + 𝑉 (𝜆)−1𝑅(𝜆)) + 𝑈0𝑇0

同理，只能

𝑈0𝑇0 = 𝐼

𝑄(𝜆)𝑇0 + 𝑉 (𝜆)−1𝑅(𝜆) = 0

故

𝜆𝐼 − 𝐴 = 𝑈0(𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉0

由引理 1.3.1 知𝐴, 𝐵相似。

证毕。

推论 1.3.1（数阵相似的充要条件）两个数阵𝐴, 𝐵相似当且仅当它们有相同的不变因子。

1.4 复数域中的讨论

定义 1.4.1（初等因子） 把矩阵（线性变换）𝐴的每个次数大于 0的不变因子分解为互不相

同的首一一次因式幂，称为𝐴的初等因子。

那么，初等因子与不变因子的关系是怎样的呢？设𝐴的第𝑖个不变因子为

𝑑𝑖(𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)
𝑚𝑖1(𝜆 − 𝜆2)

𝑚𝑖2…(𝜆 − 𝜆𝑘)𝑚𝑖𝑘

，则𝐴的初等因子为𝑘𝑖𝑗 ≥ 1的那些方幂，注意到𝑑𝑖(𝜆) ∣ 𝑑𝑖+1(𝜆)，则𝑚𝑖𝑗 ≤ 𝑚𝑖+1𝑗，因此，同一

个一次因式幂次最高的必定出现在𝑑𝑛(𝜆)中，依此类推。

这也说明了，在矩阵阶数已知情况下，不变因子与初等因子是可以相互转换的。

定理 1.4.1（复矩阵相似的充分必要条件）设𝐴, 𝐵为复数域𝐶上的𝑛阶数阵，则𝐴, 𝐵相似当且
仅当它们有相同的初等因子。

因此，在复数域上研究矩阵相似问题时，只需研究初等因子即可（当然不变因子通用，但

并没有初等因子求法简易）。在此之前，引入多项式的一个简单引理

引理 1.4.1（一个不太显然的多项式结论）若𝑓1(𝜆), 𝑓2(𝜆)都与𝑔1(𝜆), 𝑔2(𝜆)互素，则

gcd(𝑓1(𝜆)𝑔1(𝜆), 𝑓2(𝜆)𝑔2(𝜆)) = gcd(𝑓1(𝜆), 𝑓2(𝜆)) gcd(𝑔1(𝜆), 𝑔2(𝜆))

证：设

𝑑(𝜆) = gcd(𝑓1(𝜆)𝑔1(𝜆), 𝑓2(𝜆)𝑔2(𝜆))

𝑑1(𝜆) = gcd(𝑓1(𝜆), 𝑓2(𝜆))

𝑑2(𝜆) = gcd(𝑔1(𝜆), 𝑔2(𝜆))
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则存在互素的ℎ1(𝜆), ℎ2(𝜆)，以及互素的𝑘1(𝜆), 𝑘2(𝜆)使得

𝑓1(𝜆) = 𝑑1(𝜆)ℎ1(𝜆)

𝑓2(𝜆) = 𝑑1(𝜆)ℎ2(𝜆)

𝑔1(𝜆) = 𝑑2(𝜆)𝑘1(𝜆)

𝑔2(𝜆) = 𝑑2(𝜆)𝑘2(𝜆)

从而

𝑑 = gcd(𝑑1𝑑2ℎ1𝑘1, 𝑑1𝑑2ℎ1𝑘2)

显然𝑑1𝑑2 ∣ 𝑑

另一方面，𝑑 ∣ 𝑓1𝑔1, 𝑑 ∣ 𝑓2𝑔2，且(𝑓1, 𝑔1) = 1, (𝑓2, 𝑔2) = 1，可设𝑑 = 𝑓𝑔，且𝑓 ∣ 𝑓1, 𝑓2，𝑔 ∣ 𝑔1, 𝑔2，

从而𝑓 ∣ 𝑑1, 𝑔 ∣ 𝑑2，因此𝑑 ∣ 𝑑1𝑑2。

综上，𝑑 = 𝑑1𝑑2

证毕。

引理 1.4.2（1.4.1基础上的推论）若𝑓1, 𝑓2都与𝑔1, 𝑔2互素，则

𝐴(𝜆) = (𝑓1𝑔1
0

0
𝑓2𝑔2

)

𝐵(𝜆) = (𝑓1𝑔2
0

0
𝑓2𝑔1

)

，则𝐴(𝜆)与𝐵(𝜆)等价。

证：𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)二阶行列式因子显然相等，而一阶行列式因子分别为(𝑓1𝑔1, 𝑓2𝑔2)和(𝑓1𝑔2, 𝑓2𝑔1)，
由引理 1.4.1 知它们有相同的最大公因式，因此𝐴(𝜆)与𝐵(𝜆)等价。

定理 1.4.2（初等因子求法）首先用初等变换化特征矩阵𝜆𝐼 − 𝐴为对角阵，然后将主对角元分
解为一次方幂式的乘积，这些方幂即为𝐴的初等因子。

证 ： 设 第 𝑖个 对 角 元 ℎ𝑖(𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)
𝑘𝑖1(𝜆 − 𝜆2)

𝑘𝑖2…(𝜆 − 𝜆𝑡)
𝑘𝑖𝑡 = (𝜆 − 𝜆1)

𝑘𝑖1𝑔𝑖(𝜆)， 显 然

(𝜆 − 𝜆1)
𝑘𝑖1 , 𝑔𝑖(𝜆)互素，那么它与它上下两个对角元可以对调(𝜆 − 𝜆1)

𝑘𝑖1位置，从而得到标准

形，而二者分解后的所有一次方幂即为初等因子显然是相同的。

证毕。

1.5 一些疑惑与解答

【Q1】𝑇 (𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆𝐼 − 𝐵)𝑉0能否得出𝑇 (𝜆)为数阵？可是存在𝑇 (𝜆)𝑈(𝜆) = 𝐼且deg 𝑇和
deg 𝑈都不为 0啊？

解：设deg 𝑇 (𝜆) = 𝑚可写为

𝑇 (𝜆) = 𝑇0𝜆𝑚 + 𝑇1𝜆𝑚−1 + … + 𝑇𝑚
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其中𝑇0, 𝑇1, …, 𝑇𝑚都是𝑛阶数阵，且𝑇0 ≠ 𝑂，故

𝑇 (𝜆)(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝑇0𝜆𝑚+1 + (𝑇1 − 𝑇0𝐴)𝜆𝑚 + … + (−𝑇𝑚𝐴)

由于等式对任意𝜆成立，则𝑚 = 0，从而𝑇 (𝜆) = 𝑇0为数阵。

而设

𝑉 (𝜆) = 𝑉0𝜆𝑛 + 𝑉1𝜆𝑛−1 + … + 𝑉𝑛

，则

𝑇 (𝜆)𝑉 (𝜆) = 𝑇0𝑉0𝜆𝑛+𝑚 + …

又deg 𝑇和deg 𝑈都不为 0，则𝜆𝑖(𝑖 ≠ 0)系数均为 0，例如𝑇0𝑉0 = 0，也就解释了这些疑惑
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